Wissenschaftliche Beitrage

Verschiedene Konzepte der Substitutionselastizitat

Dr. Thomas Beif3inger, Regensburg

Arbeitsmarktokonomische oder produktionstheoreti-
sche Fragestellungen machen hiufig eine Betrachtung
von Produktionsfunktionen mit mehr als zwei Pro-
duktionsfaktoren notwendig. In diesem Beitrag wird
der Frage nachgegangen, wie sich das Konzept der
Substitutionselastizitit auf den Mehrfaktorenfall
iibertragen lif3t. Es werden verschiedene Definitionen
vorgestellt und die jeweils damit verbundenen Vor-
oder Nachteile angesprochen. AuBlerdem wird gezeigt,
wie sich die in der Literatur iiblicherweise fiir die
Substitutionselastizitit verwendeten Formeln herlei-
ten lassen.
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1. Einfihrung

Das Konzept der Substitutionselastizitit zwischen ver-
schiedenen Produktionsfaktoren ist seit seiner Einfiihrung
durch Hicks im Jahre 1932 von grofier Bedeutung fiir die
Wirtschaftspolitik. Entsprechend der urspriinglichen De-
finition fiir eine Produktionsfunktion mit zwei Produk-
tionsfaktoren beschreibt die Substitutionselastizitit ¢ die
prozentuale Anderung des Faktoreinsatzverhiltnisses
bei einer einprozentigen Anderung der Grenzrate der
technischen Substitution (GRTS). Da ein kostenmini-
maler Faktoreinsatz die Ubereinstimmung von GRTS und
relativem Faktorpreisverhiltnis impliziert, gibt ¢ fir
kostenminimierende Firmen die prozentuale Verinde-
rung des Faktoreinsatzverhiltnisses bei einer einpro-
zentigen Anderung der relativen Faktorpreise an. Auf-
grund der letztgenannten Definition ist die Substitutions-
elastizitiit beispielsweise fiir die Verteilungstheorie von
Interesse, da sich durch die Kenntnis von ¢ Riickschliis-
se auf die Veriinderung der relativen Faktorquoten und
somit der Einkommensverteilung bei einer Anderung der
relativen Faktorpreise ableiten lassen. In der aktuellen
arbeitsmarktpolitischen Diskussion erhofft man sich (un-
ter anderem) durch die Ermittiung der Substitutions-
elastizitiat zwischen Arbeitskriiften mit unterschiedlichen
Ausbildungsniveaus eine Antwort auf die Frage, ob eine
tflexiblere Lohnstruktur die Beschiiftigungschancen ge-
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ring qualifizierter Arbeitnehmer verbessern wiirde. In em-
pirischen Studien zu dieser Fragestellung erweist es sich
allerdings hiufig als zweckmiflig, mehr als zwei Quali-
fikationsniveaus (z.B. gering Qualifizierte, Facharbeiter
und Hochschulabsolventen) zu unterscheiden und somit
von einer Produktionsfunktion mit einer grofleren Zahl
von Produktionsfaktoren auszugehen. Auch eine Untersu-
chung der Substitutionsbeziehungen zwischen Kapitalein-
satz und hoch-, bzw. gering qualifizierter Arbeit macht
eine Produktionsfunktion mit zumindest dret Produk-
tionsfaktoren erforderlich. Diese Beispiele mdgen genii-
gen, um die Notwendigkeit einer Erweiterung des Kon-
zepts der Substitutionselastizitit auf Produktions-
funktionen mit mehr als zwei Produktionsfaktoren zu
begriinden. Wird allerdings von einer Produktions-
funktion mit n Faktoren (n = 2) ausgegangen, so sind nun
n (n—1) partielle Substitutionselastizititen zu betrach-
ten (fiir den Fall symmetrischer Substitutionselastizitiiten
reduziert sich die Zahl auf n (n—1)/2). In der Literatur
werden verschiedene Konzepte der partiellen Substitu-
tionselastizitit diskutiert. Im folgenden werden die be-
kanntesten Konzepte vorgestellt.

2. Die direkte Substitutionselastizitit

Ausgangspunkt ist die Produktionsfunktion
yzf(xl,...,xn), (H

die angibt, welche Menge des Outputs y durch den Ein-
satz der Produktionsfaktoren x , ..., x hergestellt werden
kann. Fiir diese Produktionstunktion sei angenommen.
dal die ersten partiellen Ableitungen positiv sind, d.h.
f =df /dx; >0 firi= 1, ..., nund die Produktionsfunk-
tion strikt quasikonkav verlduft. Hier und im folgenden
bezeichnen Indizes bei Funktionssymbolen die (ersten
oder zweiten) partiellen Ableitungen. Aus dem totalen
Differential der Gleichung (1) 1aft sich fiir dy = 0 und tiir
dxq =0 (wobei s = 1, ..., n mit Ausnahme der Faktoren i
und j) die Grenzrate der technischen Substitution des
Faktors i durch den Faktor j ermitteln als
GRTS = - dxi .
Xj ti(XI,.”.Xn)
Die direkte (oder auch Hickssche) Substitutionselasti-
zitit Gi[j) der Faktoren t und j bezeichnet das Verhiltnis
der relativen Anderung der Faktorproportion X /X, zur re-

:tj(xl""’xn (2)



lativen Anderung der Grenzrate der technischen Substitu-
tion zwischen den beiden Faktoren, wenn nur die beiden
Faktoren i und j vanieren und alle iibrigen Faktoren
und der Output konstant bleiben. Als einfache Erweite-
rung des Konzepts fiir die Substitutionselastizitit im
Zweifaktorenfall ist Gi[j) somit definiert als:

») _ d(Xi /X’)/(Xl /X|)

P = . (3)
O d(fy 1 £) It/ £)

In dieser Definition der direkten Substitutionselastizitit
spielt nur die Produktionstechnik eine Rolle. Um die di-
rekte Substitutionselastizitat fir beliebi%: Produktions-
funktionen berechnen zu konnen, wird o in der Litera-
tur oftmals in Form der Ableitungen der Produktions-
funktion angegeben. Im folgenden wird gezeigt, wie sich
die entsprechende Formel ermitteln 1463t. Zur Vereinfa-
chung der Berechnung ist es sinnvoll, das Verhiltnis der
Grenzprodukte zuniichst durch A zu substituieren, d.h.

AXynXg) = X)) (X X)L Aus Glei-
chung (2) ergibt sich dann die Beziehung
dx; = -Adx;. (4)

! J

Die Berechnung von (Silj) kann nun in folgenden Schritten
erfolgen. Fiir das Differential d(xi/xj) erhilt man:

v xdx; — x;dx; XA+ X
{ﬁl= o o Lk, (5)
. X X

Der letzte Ausdruck in dieser Gleichung ergibt sich bei
Beriicksichtigung von Gleichung (4). Desweiteren ist:

f;
d[ﬁ]:dk:Kidxi+7\jde =—()\.)\.i _}\'J)dxj (6)
1
Auch hier wurde fiir die Ermittlung des letzten Ausdrucks
wiederum auf Gleichung (4) zuriickgegriften. Fiir die di-
rekte Substitutionselastizitdt erhalt man somit:
D A XjAEx
0 = ———— 7
Y Xin )\.)\.I‘)\.J ( )
Jetzt sind noch die partiellen Ableitungen A; und A;j zu
berechnen. Es ist:

£fi — fifi

)"i = Jl—2 und H —_—
f; i

(8)

Setzt man diese beiden Ausdriicke in Gleichung (7) ein,
so erhilt man nach einigen Umformungen folgende For-
mel fiir die direkte Substitutionselastizitit:

5 (fix; + )

) e C2)
xixj(tiitj _2tljflt_|+t_|_|fl )

D

Gij = - (9)

Man sieht an dieser Gleichung (durch Vertauschen der In-
dizes 1 und j) unmittelbar, daB die direkte Substitutions-
elastizitiit symmetrisch ist, d.h. (Si[j) = GJ[?. Da die Pro-
duktionsfunktion annahmegemill quasikonkav verlduft,
ist der Nenner in Gleichung (9) negativ und die direkte
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Substitutionselastizitdt somit positiv. Fir eine Produk-
tionsfunktion mit lediglich zwei Produktionsfaktoren
stellt Gleichung (9) die entsprechende Formel fiir die ein-
fache Substitutionselastizitidt s dar, wie sie in der Einfiih-
rung definiert wurde (man setze lediglichi=1 und j = 2).
Ist die Produktionsfunktion linear-homogen, so liBt sich
Gleichung (9) fir den Fall zweier Produktionsfaktoren
noch drastisch vereinfachen. Aufgrund des Euler-Theo-
rems (siche z.B. Chiang, 1984, S. 413 f.) gilt namlich:

f‘lX|+f2X2 =Y. (10)

AuBerdem ist zu beriicksichtigen, daB die ersten Ablei-
tungen einer linear-homogenen Funktion null-homogen
sind, d.h.

f”X|+f12X2:O und f21x1+f22x2=0. (1])

Lost man diese Gleichungen nach fll bzw. f22 auf und
setzt die resultierenden Ausdriicke zusammen mit Glei-
chung (10) in Gleichung (9) (fiir den Zweifaktorenfall)
ein, so erhadlt man nach einigen Umformungen folgende
Formel fiir die (direkte) Substitutionselastizitiit (hierbei
ist zu beriicksichtigen, daf die zweiten Ableitungen einer
Funktion symmetrisch sind. d.h. da§} f12 = f21 gilt):
~ iy
fiay

Man beachte, daB natiirlich auch im n-Faktoren-Fall fiir
kostenminimierende Unternehmen die Ubereinstimmung
von GRTS und Faktorpreisverhiltnis gegeben ist. Anstel-
le von Gleichung (3) kann man daher Gj; auch als die re-
lative Verdnderung des Faktoreinsatzverhiltnisses X/X;
definieren, falls sich das entsprechende Faktorpreisver-
hdltnis um ein Prozent lindert und alle librigen Faktorein-
satzmengen und das Outputniveau konstant gehalten wer-
den. Diese Definition macht aber zugleich das Problem
mit dem Konzept der direkten Substitutionselastizitat
deutlich. Ublicherweise werden Firmen als Reaktion auf
Faktorpreisiinderungen alle Faktoren in optimaler Weise
anpassen, um erneut ein Kostenminimum zu erreichen.
Da diese Anpassung der iibrigen Faktoren bei der Be-
trachtung der direkten Substitutionselastizitidt ausgeklam-
mert wird, gibt G!j) beispielsweise keine Auskunft mehr
liber die (tatsdchliche) Verdnderung der relativen Faktor-
quoten bei einer Anderung der relativen Faktorpreise. Die
Betrachtung von Gi[i) kann jedoch sinnvoll sein, falls die
iibrigen Faktoren auf kurze oder mittlere Sicht als unver-
dnderbar angenommen werden konnen (z.B. weil es sich
um KapitalstockgréBen handelt). Die hier angesprochene
Kritik an der direkten Substitutionselastizitidt hat jedoch
zur Entwicklung alternativer Definitionen fiir die partielle
Substitutionselastizitdt gefiihrt. Das bekannteste Konzept
wird im nichsten Abschnitt vorgestellt.

ob =0 (12)

3. Die Allen-Uzawa Substitutionselastizitat
Die optimale Anpassung der Faktoreinsatzmengen bei

einer Anderung eines Faktorpreises und konstantem Pro-
duktionsniveau a6t sich mit Hilfe der bedingten Faktor-
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nachfragefunktionen xi* = xi* (w, y) ermitteln, wobei
w = (w.....w ) den Vektor der Faktorpreise fiir die n Pro-
duktionsfaktoren und y das (konstante) Outputniveau be-
zeichnet. Die bedingten Faktornachfragefunktionen resul-
tieren aus der Minimierung der Kosten einer Firma bei
gegebenem Produktionsniveau (vgl. Vurian, 1992, Kap. 4).

Steigt der Preis w fiir den j-ten Faktor, so wird die im
Produktionsprozel} eingesetzte Menge dieses Faktors re-
duziert. d.h. 9x’ j /dw; < 0. Gleichzeitig werden auch die
Mengen der dndcren Produktionsfaktoren angepalt.
Nimmt bei einem Ansn% von w, die eingesetzte Menge
des Faktors i zu, d.h. 0x; /aw >0 (mit i #j), so ist der
Produktionsfaktor i ein (Hzckv-AIIen) Substitut fiir den
Faktor j. Gibt es mindestens 3 Faktoren, so ist fiir einige
(aber nicht alle!) der i Faktoren moglich, dafl
ax; /9w <0 (miti# j). Im diesem Fall wird Faktor i als
(Hicks-Allen) Komplement fiir den Faktor j bezeichnet.

Diese Definitionen sind vollkommen symmetrisch, da
weiter unten die Giiltigkeit der reziproken Beziehung

" *
Ix;  OX;

awj ow;

(13)

nachgewiesen wird. Ist daher Faktor i ein Substitut (Kom-
plement) fiir den Faktor j, so ist Faktor j auch ein Substi-
tut (Komplement) fiir den Faktor 1.

Die Reaktion der Nachfrage fiir Faktor i bei einer Ande-
rung des Faktorpreises w. 1dBt sich auch als dimensions-
lose GroBe in Form der Elastizitiit der Faktornachfrage
€;j beschreiben, mit
=—L— fiir iLj=1,...,n (14)
Es ist unmittelbar einsichtig, daf3 es sich bei €;; um keine
symmetrische GriBe handelt, d.h. €; # &j fir i = j.
Zwar gilt die in Gleichung (13) beschriebene reziproke
Beziehung, doch unterscheiden sich €;; und €ji aufgrund
des zweiten Quotienten auf der rechten Seite der Defini-
tion in Gleichung (14).

Um einen symmetrischen Ausdruck zu erhalten, definiert
man zunichst den Anteil s. des Faktors j an den Ge-
samtkosten (im jeweiligen lj(oetenmmlmum) als

wix]
SjEp——— (15)

I
k=1

Die Allen-Uzawa (partielle) Substitutionselastizitit
61 zwischen den Fakloren i und j ist dann definiert als:

ij
3w

:(’(l % (16)

S aWJ X X)
Aufgrund des letzten Ausdrucks in Gleichung (16) ist es
sofort ersichtlich, dal3 es sich bei der Allen-Uzawa Substi-
tutionselastizitit um eine symmetrische Grofle handelt,
d.h. Oi/j\ = Gﬁ. Vertauscht man in Formel (16} die Indizes
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i und j, so bleibt der zweite Quotient hiervon unberiihrt
und auch der erste Quotient behilt wegen der reziproken
Beziehung aus Gleichung (13) seinen Wert bel Aus Glei-
chung (16) wird deutlich, daf} es sich bei 01, um nichts
anderes als die Kreuzpreiselastizitit der Faktornachtrage
€jj dividiert durch den Kmtenantell des Faktors j handelt
(fiir 1 # j). Somit ist 0 > (), falls es sich bei den Fakto-
ren i und j um Subsmute hande]t withrend im Fall einer
komplementidren Beziehung 0 < 0 vorliegt. In der Lite-
ratur wird Oj; in Abgrenzung 1.ur direkten Substitutions-
elastizitiit oftmals auch als diejenige Elastizitit charakte-
risiert, die die Substitutionsbeziehung der Faktoren 1 und |
bei Konstanz des Outputs und aller anderen Faktor-
preise beschreibt.

Wie die direkte Substitutionselastizitét li3t sich auch (Sﬁ‘
durch die ersten und zweiten Ableitungen der Produk-
tionsfunktion angeben und in dieser Form wurde Gﬁ‘
erstmals durch Allen im Jahre 1938 eingefihrt (siehe Al-
len, 1938, S. 504). Die resultierende Formel ist allerdings
vergleichsweise kompliziert und soll deshalb an dieser
Stelle nicht wiedergegeben werden (zum Zusammenhang
von Allens Formel und der hier verwendeten Definition in
Gleichung (16) siehe Takavama, 1985, S. 145).

Im Jahre 1962 gelang Hirofumi Uzawa der Nachweis. dal3
Allens Formel' fiir die Substitutionselastizitit sehr viel
einfacher mit Hilfe der Kostenfunktion C(w, y) angege-
ben werden kann. Uzawas Formel 1463t sich bei Riickgritf
auf Shephards Lemma auf einfache Weise aus Gleichung
(16) gewinnen. Shephards Lemma besagt. daB3 die Ablei-
tung der Kostenfunktion nach einem Faktorpreis w. gera-

de dem kostenminimierenden Faktoreinsatz x? entspricht
(siehe beispielsweise Varian, 1992, S. 74), d.h.

dC(w, .
CI EJL): Xi(“vgyl (17)
a\\/i
Somit ist auch
o 97C(w, ) _ 8x?(w,y) (18)
Y Jws aw ow:

]

Da die zweiten Ableitungen einer Funktion symmetrisch
sind, d.h. in dem hier vorliegenden Falle C.. = C.. gilt, ist
mit Gleichung (18) die Giiltigkeit der reuprokejn Bezie-
hung aus Gleichung (13) bewiesen. Setzt man die Glei-
chungen (17) und (18) in Gleichung (16) ein, so erhilt
man die in der Literatur fiir die Allen-Uzawa Substitu-
tionselastizitit iiblicherweise angegebene Formel:

A C(w, )/)C”(w.y)

of =———1L—— (19)
T Ci(w,y)Cilw,y)

Es ldBt sich zeigen, dall die Allen-Uzawa Substitutions-
elastizitit im Zweifaktorenfall (wie die direkte Substitu-
tionselastizitit) mit der Substitutionselastizitit ¢ {iberein-
stimmt. In diesem Sinne stellt ij\ eine Erweiterung des
von Hicks fiir den Zweifaktorenfall definierten Konzepts
dar. Wihrend jedoch Hicks mit der Einfiihrung von o
Aussagen iiber die Anderung der relativen Faktorquoten
bei einer Anderung der relativen Fuktorpreise treffen



wollte. sind solche Aussagen auf der Basis von GU (wie
bereits zuvor bei (SU ) nicht mehr moglich. Dies wird un-
mittelbar aus der Definition von ©jj deutlich. In Glei-
chung (16) wird lediglich die Anderung eines Faktors
(nicht jedoch die Anderung des relativen Faktoreinsatzes)
bei Anderung eines Faktorpreises betrachtet. Blackorby
und Russell (1989) demonstrieren auBerdem an Beispie-
len, daB3 die GrofBle von GG\ keine Aussage uiber die
Leichtigkeit der Substitution von Faktoren erlaubt, da
Gf}‘ von dem jeweiligen Preisvektor w atkhijngt. Ungeach-
tet dieser gravierenden Einwinde ist Oj; eine nach wie
vor in empirischen Arbeiten hiufig angegebene Statistik,
die hauptsdchlich zur Einteilung der Faktoren in Substi-
tute und Komplemente auf der Grundlage des Vorzei-
chens von G,J verwendet wird (siehe beispielsweise
Hamermesh, 1993). Fiir diesen Zweck kdnnte man aller-
dings genauso gut die in Gleichung (14) definierte Kreuz-
preiselastizitit der Faktornachfrage €ij heranziehen.

4. Die Morishima Substitutionselastizitat

Der Vorteil von (5,, gegeniiber G,J liegt darin, daf} eine
optimale Anpassung aller Faktoren als Reaktion auf eine
Faktorpreisdnderung zugelassen wird. Allerdings weist
das Konzept der Allen-Uzawa Elastizitit, wie oben ausge-
fiihrt, den Nachteil auf, daf} keine Aussage mehr iiber die
Verdnderung von Faktorrelationen getroffen wird. Soll
auf diese Information nicht verzichtet werden, so liegt
folgende Definition der Substitutionselastizitit nahe:

M _ d(x; /X)X 1))

g = =
Y d(w‘/wi)/(w‘/wi)

(20)

Da dieses Konzept auf den Japaner Morishima zuruck-
geht, schlagen Blackorby und Russel (1989) fiir 0 die
Bezeichnung Morishima Substltutlonselastlznat VOT.
Die Definition in Gleichung (20) dhnelt der Definition fiir
die direkte Substitutionselastizitit, im Unterschied zu 05
wird aber nun die optimale Anpassung aller Faktoren bei
Faktorpreisiinderungen zugelassen. Die zweite Definition
in Gleichung (20) ergibt sich bei Beriicksichtigung von
Shephards Lemma (siehe Gleichung (17)).

Mit der Definition von Gir}/l ist allerdings ein konzeptio-
nelles Problem verbunden. Um dieses deutlich zu ma-
chen, sei angenommen, daB die Anderung des Preis-
verhaltnisses wIw, ausschlieBlich durch eine Anderung
von w. hervorgerufen werde. In diesem Fall werden alle
bedingten Faktornachfragemengen in einer bestimmten
Weise angepallt. Nun ist es aber denkbar, daf} diesselbe
Anderung des Faktorpreisverhiltnisses durch eine alleini-
ge Anderung von w. verursacht wird. In diesem Fall wer-
den die Faktoreinsatzmengen Ublicherweise in anderer
Art und Weise angepaBt als bei einer Anderung von W
Bei der Frage, wie sich die Faktorproportionen bei einer
Variation des entsprechenden Faktorpreisverhiltnisses an-
dern, kommt es also darauf an, welcher Faktorpreis vari-
iert wurde. Im folgenden sei angenommen, daf} sich nur
der Faktorpreis W, andert. In diesem Fall ergibt sich fiir
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das Differential d(Ci/Cj) der Ausdruck:

i C.C. —C..C.
d[%]z%d“/r (21)
i 2
AuBlerdem ist
Wi Wi
d — =-—dw;. (22)
Wi Wi

Setzt man die Gleichungen (21) und (22) in Gleichung
(20) ein, so erhélt man:

j Ci 8w XJ 8w-l X; (23)
=€ji(w,y) —€5(W.y).

Diese Formel fiir 63’1 teilt die Wirkung einer Anderung
des relativen Preisverhiltnisses (bei einer Anderung von
w,) auf das entsprechende Faktoreinsatzverhdltnis in zwei
Effekte auf. Die Elastlzltat €;; beschreibt den Effekt der
Anderung von w, auf xJ, wihrend €;; den Effekt der
Faktorprelsanderung auf x; wiedergibt.

Die Substitutionselastizitit 0{}4 ist nun nicht mehr sym-
metrisch. Andert man anstelle von w, den Faktorpreis w.,
so wird die entsprechende Substitutionselastizitédt durch

ol =g;(w.y)—g(w.y) (24)

angegeben. Dies ist jedoch ein anderer Ausdruck als fiir
Cjj . Die Asymmetrie der Morishima Substitutions-
elastizitit ist aufgrund obiger Erlduterungen allerdings
nicht iiberraschend, da sie durch die unterschiedlichen
Anpassungsmoglichkeiten des Faktoreinsatzes bei Ande-
rung der verschiedenen Faktorpreise im Mehrfaktorenfall
bedingt ist. Blackorby und Russell (1989) bezeichnen die
Morishima Substitutionselastizitit als diejenige partielle
Substitutionselastizitit, die am ehesten der Intention von
Hicks bei der Definition von ¢ fiir den Zweifaktorenfall
entspricht. Da 0{}4 auch im Mehrfaktorenfall Riick-
schliisse auf die Veridnderung der Faktorquoten bei Varia-
tion der Faktorpreise erlaubt, wird dieses vergleichsweise
neue Konzept fiir die Substitutionselastizitit in empiri-
schen Studien sicherlich noch verstarkt Eingang finden.
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