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lativen ~ n d e r u n ~  der Grenzrate der technischen Substitu- Substitutionselastizität somit positiv. Für eine Produk- 
tion zwischen den beiden Faktoren, wenn nur die beiden tionsfunktion mit lediglich zwei Produktionsfaktoren 
Faktoren i und j variieren und alle übrigen Faktoren stellt Gleichung (9) die entsprechende Formel für die ein- 
und der Output konstant bleiben. Als einfache Erweite- fache Substitutionselastizität s dar, wie sie in der Einfüh- 
rung des Kon~epts für die Substitutionselastizität im rung definiert wurde (man setze lediglich i = l und j = 2). 

D Zweifaktorenfall ist (J,, somit definiert als: Ist die Produktionsfunktion linear-homogen, so Iäßt sich 
Gleichung (9) für den Fall zweier Produktionsfaktoren 

d(x i  /x ; ) / (x i  / X , )  
(J" 

noch drastisch vereinfachen. Aufgrund des Euler-Theo- 

I '  P d(f, / f i ) / ( f  / f l )  ' 
(3) rems (siehe z.B. Chiung, 1984. S.  413 f.) gilt nämlich: 

I 

In dieser Definition der direkten Substitutionselastizität 
spielt nur die Produktionstechnik eine Rolle. Um die di- 
rekte Substitutionselastizität für beliebi e Produktions- % .  funktionen berechnen zu können. wird (J,, in der Litera- 
tur oftmals in Form der Ableitungen der Produktions- 
funktion angegeben. Im folgenden wird gezeigt, wie sich 
die entsprechende Formel ermitteln läßt. Zur Vereinfa- 
chung der Berechnung ist es sinnvoll, das Verhältnis der 
Grenzprodukte zunächst durch h zu substituieren. d.h. 
L(x , x n ) 5 f , ( x  L 3 . . . , X n ) / f l ( ~ 1 3 . . . ~ X n ) .  AUS Glei- 
chung ( 7 )  ergibt sich dann die Beziehung 

I> Die Berechnung von (J,, kann nun in folgenden Schritten 
erfolgen. Für das Differential d(x./x.) erhält man: 

J 

Der letrte Ausdruck in dieser Gleichung ergibt sich bei 
Berücksichtigung von Gleichung (4). Desueiteren ist: 

Auch hier wurde für die Ermittlung des letzten Ausdrucks 
wiederum aut' Gleichung (4) zurückgegriffen. Für die di- 
rekte Substitutic)nselasti~ität erhält man somit: 

D h x,h+xi  
(J.. 

IJ x ix j  hh,  - h j  ' 

J e t ~ t  sind noch die partiellen Ableitungen h i  und h j  zu 
berechnen. Es ist: 

AulJerdem ist zu berücksichtigen. dar3 die ersten Ablei- 
tungen einer linear-homogenen Funktion null-homogen 
sind, d.h. 

f l l x I  + f12x2  = 0  und f 2 1 ~ l  + f 2 2 ~ 2  = 0. (11) 

Löst man diese Gleichungen nach f l l  bzw. f,, auf und 
setzt die resultierenden Ausdrücke zusammen;nit Glei- 
chung (10) in Gleichung (9) (für den Zweifaktorenfall) 
ein, so erhält man nach einigen Umformungen folgende 
Formel für die (direkte) Substitutionselastizität (hierbei 
ist zu berücksichtigen, daß die zweiten Ableitungen einer 
Funktion symmetrisch sind. d.h. dar3 f12 = f2, gilt): 

Man beachte, daß natürlich auch in1 n-Faktoren-Fall für 
kostenminimierende Unternehmen die Übereinstimmung 
von GRTS und Faktorpreisverhältnis geeeben ist. Anstel- 

D le von Gleichung (3) kann man daher ( ~ i ,  auch als die re- 
lative Veränderung des Faktoreinsat~verhältnisses x,/x, 
definieren, falls sich das entsprechende Faktorpreisver- 
hältnis um ein Prozent ändert und alle übrigen Faktorein- 
satzmengen und das Outputniveau konstant gehalten wer- 
den. Diese Definition macht aber zugleich das Problem 
mit dem Konzept der direkten Substitutionselastizität 
deutlich. Üblicherweise werden Firmen als Reaktion auf 
Faktorpreisänderungen alle Faktoren in optimaler Weise 
anpassen, um erneut ein Kostenminimum zu erreichen. 
Da diese Anpassung der übrigen Faktoren bei der Be- 
trachtung der direkten Substitutionselastizität ausgeklarn- 

D mert wird, gibt (J,, beispielsweise keine Auskunft mehr 
über die (tatsächliche) Veränderung der relativen Faktor- 
quoten bei einer Änderung der relativen Faktorpreise. Die 

D Betrachtung von (J,, kann jedoch sinnvoll sein, falls die 
übrigen Faktoren auf kurze oder mittlere Sicht als unver- 

Setzt diese beiden Ausdrücke i n  cleichung (7) ein, änderbar angenommen werden können (z.B. weil es sich 

erhält man nach e i n i g e n  Umformungen folgende um Kapitalstockgrößen handelt). Die hier angesprochene 

nie1 für die direkte Substitutionselastizität: Kritik an der direkten Substitutionselastizität hat jedoch 
zur Entwicklung alternativer Definitionen für die partielle 
Substitutionselastizität geführt. Das bekannteste Kon~ept 
wird im nächsten Abschnitt vorgestellt. 

Man sieht an dieser Gleichung (durch Vertauschen der In- 3. Die Allen-Uzawa Substitutionselastizität 
dizes i und J )  unmittelbar. daß die direkte Substitutions- 

D D elastirität symnietrisch ist. d.h. (J,, = (J,,. Da die Pro- Die optimale Anpassung der Faktoreinsatzmengen bei 
duktionsfunktion annahrnegemäß quasikonkav verläuft, einer Änderung eines Faktorpreises und konstantem Pro- 
ist der Nenner i n  Gleichung (9)  negativ und die direkte duktionsniveau IäIJt sich mit Hilfe der bedingten Faktor- 
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* t 
i iachfragefunktionen X ,  = xi (W,  Y )  erinittelri, wobei 
w = ( \V , . .  . . . \V, , )  den Vektor der Faktorpreise für die n Pro- 
duktionsfaktoren und y das (konstante) Outputniveau be- 
zeichnet. Die bedingten Faktornachfragefunktionen resul- 
tieren auc der Minimierung der Kosten einer Firma bei 
gegcbenem Produktionsniveau (vgl. Vur-icz~l~ 1992, Kap. 4).  

Steigt der Prei\ W, für den j-ten Faktor. so wird die im 
Produktionsprorel3 e ingese t~ te  Menge dieses Faktors re- 
duziert. d . h  dx; / d u ,  < 0 .  Gleichzeitig werden iiuch die 
klengen der anderen Produktionsfaktoren angepaßt. 
Nimmt bei eirierri Anstieg von W, die eingesetzte Menge 
des Faktors i zu. d.h. dxi  / 3 w ,  > 0 (rnit i # j). so ist der 
Produktionsfaktor i ein (Hicks-Allen) Subst i tut  für den 
Faktor j .  Gibt es mindestens 3 Faktoren, so ist für einige 
(aber nicht alle!) der i F:aktoren möglich, daß 
r ) ~ :  / d w i  0 (mit i f j). Im diesem Fall wird Faktor i als 
(Hicks-Alletr ) Komplement  für den Faktor j bezeichnet. 

Diese Definitionen sind vollkommen symmetrisch, da 
weiter unten die Gültigkeit der reziproken Beziehung 

nachgewiesen wird. Ist daher Faktor i ein Substitut (Koin- 
plenient) für den Faktor j, so ist Faktor j auch eiri Substi- 
tut (Koinplenient) fiir den Faktor i. 

Die Reaktion der Nachfrage für Faktor i bei einer ~ n d e -  
rung des Fiiktorpreises \V, Iäßt sich auch als dirnensions- 
lose Größe in Form der Elastizität d e r  Faktornachfrage 
E , ,  beschreiben, mit 

Es ist unmittelbar einsichtig, daß es sich bei E,, um keine 
symmetrische Griiße handelt, d.h. Ei ,  f Eji für i # j. 
Zwar gilt die in Gleichung (13)  beschriebene reziproke 
Beziehung, doch unterscheiden sich E,; und Eji aufgrund 
des ztveiten Quotienten auf der rechten Seite der Defini- 
tion in Gleichung (14). 

Uin einen syiiinietrischen Ausdruck zu erhalten. definiert 
man zunächst den Anteil s .  des  Fak tors  j a n  den  Ge- 
samtkosten (im jeweiligen kostenminirrium) als 

i und j, so bleibt der zweite Quotient hier\'on unberührt 
und auch der erste Quotient behält wegen der reziproken 
Beziehiirig aus Gleichung ( 13) seinen Wert bei. Aus Glei- 

A chung (16)  wird deiitlich, daß es  sich bei o,j iini nichts 
anderes als die Kreu~preiselasti~ität der Faktornachfrage 
Ei, dividiert durch der1 Kosteniiriteil des Faktors j handelt 
(für i f j). Soniit ist 0;: > 0. falls es sich bei den Fakto- 
ren i und j um Substitute Iiandelt. während iin Fall einer 

A korriplementären Beziehung oi,; < O \.erliegt. In der Lite- 
A .  ratur wird oi, in Abgrenzung /.ur direkten Siibstitutions- 

elastizität oftmals auch als diyenige Elast i~i tät  charakte- 
risiert, die die Substitutionsbeziehung der Faktoren i und j 
bei Konstanz des O u t p ~ i t s  u n d  aller anderen  Faktor-  
preise beschreibt. 

Wie die direkte Siibstitutionselastizität läl.lt sich auch 0:: 
durch die ersten und zweiten Ableitungeii der Produk- 

A tionsfunktion angeben und in dieser Forin \viirde G,, 
erstmals durch Alleri ini Jahre I938 eingeführt (siehe Al- 
lel!, 1938, S .  504). Die resultierende Formel ist allerdings 
vergleichsweise konipliziert und soll deshalb an dieser 
Stelle nicht wiedergegeben werden ( ~ u i r i  Zusaninierihang 
von Alle17s Formel und der hier verwendeten Definition in 
Gleichung (16)  siehe Trrkcl~uriia, 1985, S. 135). 

Irn Jahre 1962 gelang Hirofilrlii Cl:rrit.cc der Nach~beis. daß 
Allcns Formel' für die Substitutionselastizität sehr viel 
einfacher mit Hilfe der Kostenfunktion C(w, y )  arigege- 
ben werden kann. U:rrrt,ci.s Foriiiel läßt sich bei Riickgriff 
auf Shccj,hnrds Lemiiia auf einfache Weise aus Gleichung 
(16) gewinnen. Slzephards L e m m a  besagt. da13 die Ablei- 
tung der Kostenfunktion nach einen1 Faktorpreis MI. gera- 

de dem kostenminiii~ierenden Faktoreinsatz X: entspric.ht 

(siehe beispielsweise lkiririii. 1992. S .  74). d.h. 

Scirnit ist auch 

C.. = ~ ' C ( W , ~ )  - - ~ X : ( W , ~ )  

lJ - awiawj  a w .  I 

Da die zweiten Ableitungen einer Funktion syriiriietrisch 
sind, d.h. in dem hier vorliegenden Falle C..  = C. gilt, ist 

J ' 
mit Gleichung (18) die Gültigkeit der reLi&roken Bezie- 
hung aus Gleichung (13)  bewiesen. Setzt man die Glei- 
chungen (17)  und (18)  in Gleichung (16)  ein, s« erliiilt 
man die in der Literatur für die Allc~ri-C/:rrii~ct Substitu- 
tionselastizität üblicherweise angegebene Forriiel: 

Die AIIeti-Uzawa (partielle) Substitutionselastizität , C(w,Y)c,;("'Y) 
A 0.. = 

o,, zwischen den Faktoren i und j ist dann definiert als: ' c i ( w , y ) c i ( w ,  Y ) '  

X -tx* Es läßt sich zeigen, daß die All~~n-C/:rirr~u Substitutions- 
&..  dX* o A  11 = I 1\=1  elastizität i m  Zweifaktorenfall (wie die direkte Substitu- * *  ' 

IJ s aw,  x i x j  
I 

( I6)  tionselastizitiit) i i i i t  der Substitutionselastizitit o iiberein- 
stimmt. In diesem Sinne stellt 0;eine Erweiterung des 

Aufgrund des l e t ~ t e n  Ausdrucks in Gleichung (16) ist es  von Hick.s für den Zweifaktcirenfall definierten Konzepts 
sofort ersichtlich, daß es sich bei der Alleri-Uzawcl Substi- dar. Während jedoch Hieks mit der Einführung \,oll o 
tutionselastizität uin eine symmetrische GrdJe handelt, Aussagen über die Anderung der relativen Friktorquoteii 

A A d.h. o,, = Oj, . Vertauscht man in Formel (16) die Indizes bei einer Änderung der relativen F:ikt«rpreise treffen 
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A 
wollte. sind solche Aussagen auf der Basis von oi, (wie 

D bereits zuvor bei ) nicht mehr mö lich Dies wird un- 
~g .: 

mittelbar aus der Definition von oij deutlich. In Glei- 
chung (16) wird lediglich die ~ n d e r u n g  eines Faktors 
(nicht jedoch die Änderung des relativen Faktoreinsatzes) 
bei Änderung eines Faktorpreises betrachtet. Blackorby 
und Russell (1989) demonstrieren außerdem an Beispie- 

A len, daß die Größe von G,, keine Aussage über die 
Leichtigkeit der Substitution von Faktoren erlaubt, d a  

von dem jeweiligen Preisvektor w abhängt. Ungeach- 
A 

tet dieser gravierenden Einwände ist (5ij eine nach wie 
vor in empirischen Arbeiten häufig angegebene Statistik, 
die hauptsächlich zur Einteilung der Faktoren in Substi- 
tute und Komplemente auf der Grundlage des Vorzei- 

A chens von oij verwendet wird (siehe beispielsweise 
Harrzerrnesh, 1993). Für diesen Zweck könnte man aller- 
dings genauso gut die in Gleichung (14) definierte Kreuz- 
preiselastizität der Faktornachfrage Eij heranziehen. 

4. Die Morishima Substitutionselastizität 

A D .  Der Vorteil von o,j gegenüber oi, liegt darin, daß eine 
optimale Anpassung aller Faktoren als Reaktion auf eine 
Faktorpreisänderung zugelassen wird. Allerdings weist 
das Konzept der Allen-U,-awa Elastizität. wie oben ausge- 
führt, den Nachteil auf. daß keine Aussage mehr über die 
Veränderung von Faktorrelationen getroffen wird. Soll 
auf diese Information nicht verzichtet werden, so  liegt 
folgende Definition der Substitutionselastizität nahe: 

Da dieses Konzept auf den Japaner Morishima zurück- 
geht, schlagen Blackorby und Russel (1989) für die 
Bezeichnung Morishirna Substitutionselastizität vor. 
Die Definition in Gleichung (20) ähnelt der Definition für 
die direkte Substitutionselastizität, irn Unterschied zu 
wird aber nun die optimale Anpassung aller Faktoren bei 
Faktorpreisänderungen zugelassen. Die zweite Definition 
in Gleichung (20) ergibt sich bei Berücksichtigung von 
S h ~ ~ ~ i h a r d s  Lenima (siehe Gleichung (17)). 

Mit der Definition von GY ist allerdings ein konzeptio- 
nelles Problem verbunden. Um dieses deutlich zu ma- 
chen, sei angenommen, daß die Änderung des Preis- 
verhältnisses w./wi ausschließlich durch eine Änderung 

J 
von W. hervorgerufen werde. In diesem Fall werden alle 
bedingten Faktornachfragemengen in einer bestimmten 
Weise angepaßt. Nun ist es aber denkbar, daß d iese lbe  
Änderung des Faktorpreisverhältnisses durch eine alleini- 
ge Änderung von W .  verursacht wird. In diesem Fall wer- 

J 
den die Faktoreinsatzniengen üblicherweise in anderer 
Art und Weise angepaßt als bei einer Änderung von wi. 
Bei der Frage, wie sich die Faktorproportionen bei einer 
Variation des entsprechenden Faktorpreisverhältnisses än- 
dern, kommt es also darauf an, welcher Faktorpreis vari- 
iert wurde. Im folgenden sei angenommen, daß sich nur 
der Faktorpreis wl ändert. In diesem Fall ergibt sich für 

das  Differential d(Ci/C.) der Ausdruck: 
J 

Außerdem ist 

Setzt man die Gleichungen (21) und (22) in Gleichung 
(20) ein, so erhält man: 

M Diese Formel für oij teilt die Wirkung einer ~ n d e r u n g  
des relativen Preisverhältnisses (bei einer Anderung von 
W,) auf das entsprechende Faktoreinsatzverhältnis in zwei 
Effekte auf. Die Elastizitjt Ej,  beschreibt den Effekt der 
Änderung von w, auf x j ,  während den Effekt der 
Faktorpreisänderung auf X *  wiedergibt. 

Die Substitutionselastizität ist nun nicht niehr syni- 
metrisch. Ändert man anstelle von wi den Faktorpreis w.  
so  wird die entsprechende Substitutionselastizität durch 

J' 

an egeben. Dies ist jedoch ein anderer Ausdruck als für 6 
~ , j  . Die Asymmetrie der Morishirna Substitutions- 
elastizität ist aufgrund obiger Erläuterungen allerdings 
nicht überraschend, da sie durch die unterschiedlichen 
Anpassungsmöglichkeiten des Faktoreinsatzes bei Ände- 
rung der verschiedenen Faktorpreise ini Mehrfaktorenfall 
bedingt ist. Blackorby und Russell(1989) bezeichnen die 
Morishirna Substitutionselastizität als diejenige partielle 
Substitutionselastizität, die ani ehesten der Intention von 
Hicks bei der Definition von o für den Zweifaktorenfall 
entspricht. Da oY auch im Mehrfaktorenfall Rück- 
schlüsse auf die Veränderung der Faktorquoten bei Varia- 
tion der Faktorpreise erlaubt, wird dieses vergleichsweise 
neue Konzept für die Substitutionselastizität in ernpiri- 
schen Studien sicherlich noch verstärkt Eingang finden. 
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